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1 Podstawy

Tutaj lista poje¢, ktore beda dalej potrzebne, wraz z odno$nikami do sekcji
ksiazki T. Wedhorna ,Manifolds, sheaves and cohomology”

e Snopy, zdzbla i ich morfizmy — sekcje 3.1 1 3.2,
e Obraz prosty snopa — sekcja 3.5
e Przestrzenie (lokalnie) opierscienione — sekcja 4.1

e Rozmaitosci jako przestrzenie opierscienione — sekcja 4.2

2 Rozmaitosci

W tej notatce zajmiemy sie dokladnym sprawdzeniem, ze definicja rozmaito-
$ci podana w ,Manifolds, sheaves and cohomology” jest réwnowazna definicji
klasycznej, zadajacej rozmaitos$é jako przestrzen topologiczna wraz z klasa row-
nowaznosci jej atlasow. Méwiac dokladniej, pokazemy, ze kategoria rozmaitosci
snopowych (tj. zadanych zgodnie z definicja z ,Manifolds, sheaves and cohomo-
logy”) ManShy, jest rownowazna kategorii rozmaitosci klasycznych ManAty.

Zaczniemy od przytoczenia pewnych wlasnosci rozmaitosci z ManShy. Zdefi-
niujmy najpierw morfizmy ewaluacji cie¢ w punkcie ev,, dla dowolnej rozmaitosci
z ManShy,. Niech m; C O); bedzie idealem maksymalnym w zdzble w punkcie
x rozmaitosci (M, Oy) (pamietajmy, ze zdzbta rozmaitosci sa z definicji lokalne,
wiec 6w ideal jest zadany jednoznacznie). Zauwazmy, ze ze wzgledu na lokalna
izomorficzno$é Oy 5 z Ck”,y dla pewnego y € R" mamy Oy ,,/m, ~ Ckn’y/ny ~
R, gdzie n, C Cknw jest ideatem maksymalnym. Niech wiec ¢, : Opr/my; — R
bedzie izomorfizmem pierscieni, a iy, : Op(U) — Oprp/my rzutem kanonicz-
nym (z € U). Zwroéémy uwage na fakt, iz izomorfizm ¢, jest unikalny — niech
1, bedzie drugim takim izomorfizmem, wtedy ¢, o ¢, ! jest automorfizmem
R. Mozna jednak pokaza¢, ze R posiada tylko jeden automorfizm i jest nim
idr, wobec czego ¥, = ¢,. Pozwala to nam w spos6b jednoznaczny zdefiniowaé
morfizmy ewaluacji evy = @, 0ip 4.



Stwierdzenie 2.1. Niech (M, Oyr) € ManShy, oraz niech s,t € Op(U). Wtedy
s = t zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy dla wszystkich x € U mamy ev,(s) =
ev,(t)

Dowdd. Fakt, ze s = t implikuje ev,(s) = ev,(t) jest oczywisty, wiec zo-
staje rozwazyé¢ implikacje w przeciwnym kierunku. Niech wiec s,t spelniaja
ev,(s) = evy(t) dla wszystkich x € U. Dla kazdego x mozemy znalezé jego
otoczenie U, C U dla ktérego (U, Op|u,) jest izomorficzne do (V,Cf; ) dla
pewnego V,, C R™. Izomorfizm tych dwdch przestrzeni oznaczymy jako (¢, ¢*).
Wezmy teraz fr,g, € CE.(Vy) takie, ze ¢*(fz) = slv,, ¢*(9.) = t|y,. Po-
nadto, jesli ¢, zdefiniujemy tak jak przy zadawaniu ev,, to zachodzi¢ bedzie
©p(z) = Pz © G, PONIEWAZ Py(y) © (Pr © Pg) " jest automorfizmem R, wobec
czego jest identycznoscia (skorzystalismy z faktu, ze ¢, sa lokalne, wiec indu-
kuja morfizmy ¢, : Cﬂg,,L7¢(m)/n¢(m) — O e/my). Mamy wiec

CVo(z) (f.L) = Pep(x) © 7;Vw,¢>($) (fl) =y 0 Qg0 i\@,d)(z) (fl) =
=@z O iUw,a: o (b*(fw) = eVz(S)

oraz analogicznie evy(,)(gz) = evz(t). Oznacza to, ze f, = g, dla wszystkich z,
a zatem i s|y, = t|y,, poniewaz ¢* jest izomorfizmem. Ale s i ¢ sg unikalnymi
sklejeniami rodzin |y, i t|y,, wiec otrzymujemy s = t. O

Stwierdzenie 2.2. Niech (¢, ¢*) : (M, Op) — (N, Op) bedzie morfizmem roz-
maitosci, s € On(U) Wtedy ¢* jest w pelni zadane przez ¢ zgodnie z rownoscia
evy(97(s)) = evg(y)(s) dla wszystkich x € U.

Dowdd. Wedhorn, ,,Manifolds, sheaves and cohomology”, sekcja 4.2, stwierdzenie
4.18 O

Korzystajac z powyzszych stwierdzen jesteSmy w stanie pokazaé, ze zapro-
ponowana alternatywna definicja rozmaitosci jest rownowazna definicji stan-
dardowej. W tym celu zadamy pare funktoréw F' : ManAt, — ManShy oraz
G : ManShy — ManAt; zadajacych réwnowaznos¢ kategorii ManAt, oraz
ManShy. Funktor F' bedzie naturalng inkluzja ManAt; w ManShy, tj. zadamy
go przez F(M) = (M,C%,), gdzie C¥, jest snopem funkcji C* na M, natomiast

Definicja funktora G bedzie wymagaé od nas natomiast nieco wiecej uwagi.
Aby zdefiniowaé G((M,Opr)) musimy zadaé¢ zaréwno przestrzen topologiczna
jak i jej strukture rézniczkowa, co zrobimy przez wybranie konkretnego atlasu.
W szczegdlnosci potozymy G((M,Opr)) = M z atlasem zadanym przez home-
omorfizmy ¢; tworzace izomorfizmy (¢, ¢7) : (Ui, Onmlu,) ~ (Vi,CY,), gdzie U;
tworza otwarte pokrycie M, natomiast V; C R™. Poniewaz (M, O);) € ManShy,
rodzina takich homeomorfizméw na pewno istnieje, ale aby funktor G byt dobrze
zdefiniowany, musimy sprawdzi¢ jeszcze dwie rzeczy: czy dowolne dwie rodziny
takich homeomorfizméw ¢; oraz 1; zadaja réwnowazne struktury rézniczkowe
na M, oraz czy zadana przez nie struktura rzeczywiscie jest gladka klasy C*.



Zaczniemy od sprawdzenia pierwszej z nich. W tym celu musimy zbadad,
czy odwzorowania ¢; o w;l 9 (Uij) — ¢i(Ui;) sa klasy C* dla dwoch rodzin
homeomorfizméw ¢; : U; — V; i ¢, : Uj — V] (zadajacych izomorfizmy w
ManShy, jak wyzej) oraz U;; = U; N U;. W tym celu wystarczy sprawdzié, czy
funkcje x,0¢; owj_l, gdzie z, : R® — R to funkcje zwracajace a-ta wspolrzedna
punktu, sa klasy C* dla wszystkich « (fakt z analizy). Zauwazmy, ze aplikujac
stwierdzenie 2.2 do dla = € ¢;(U;;) mamy

eva ()71 0 67)(Ta)) = V(g0 (Ta) = T 0 G505 ! (),

gdzie wykorzystalismy fakt, ze (¢;, ¢7) o (¢5,97) 7" = (¢ oqu’l, (¥5) "oy jest

morfizmem w ManShy. Wobec tego ((¢/5)7" 0 ¢7)(xa) = xa 0 ¢ © 1/);1, a wiec

T O P; owj_l € szj(Uij) (1§ (Uij)), gdyz przeciwdziedzing ((¢F) " o ¢;) sa funkcje
gtadkie na 9;(U;;).

Gladkosc¢ struktury zadanej przez te homeomorfizmy jest wnioskiem powyz-
szego rozumowania przeprowadzonego dla przypadku v¢; = ¢;. Przekonaliémy
sie wiec, ze poprawnie zadaliémy funktor G na obiektach ManShy. Na morfi-
zmach zadamy go w sposob nastepujacy: G((£,£*)) = £. Gladkosé odwzorowania
& w wybranej przez nas strukturze rézniczkowej mozemy sprawdzi¢ rozumowa-
niem analogicznym do tego, ktore wykorzystaliSmy przy sprawdzaniu gtadkosci
samej struktury (potrzeba jedynie sprawdzi¢, ze z, 0 ™! o £ o ¢ sa gladkie).

Zdefiniowalisémy funktory F'i G, mozemy wiec teraz sprawdzié, czy rzeczywi-
Scie zadaja one rownowaznos¢ kategorii, tj. ze funktory F oG i Go F sg natural-
nie izomorficzne do funktoréw identycznosciowych na kategoriach odpowiednio
ManShy i ManAt,. Najpierw zbadajmy funktor G o F' na obiektach ManAty.
Mamy G o F(M) = G((M,C%,)). Niech ¢; : M D U; — V; bedzie dowolna
rodzing homeomorfizmoéw zadajaca atlas M. Zadaje ona réwniez rodzine lokal-
nych izomorfizmoéw (M, C%,) z (R, CE,) (sa nimi F(¢;)), wobec czego struktura
rozniczkowa, w ktorag G wyposaza przestrzeri topologiczna M jest zadana przez
@i, wobec czego mamy G o F(M) = M. Na morfizmach réwniez widzimy, ze
Go F(¢) =G((¢,- 0 @) = ¢, czyli otrzymujemy G o F' = idpanat, -

Przejdzmy teraz do funktora FoG. Latwo stwierdzamy, ze FoG((M,Op)) =
(M,C%,). Aby zadaé izomorfizm naturalny F o G =~ idyranat, musimy wiec wy-
braé¢ izomorfizm miedzy (M, Opr) a (M,C%,) dla kazdego (M, Q) € ManShy,.
W tym celu oznaczymy jako (¢;, ¢F) rodzine lokalnych izomorfizmow (M, Opr) z
(R™,CE..). Zgodnie z wlasnosciami funktoréw F i G widzimy, ze morfizmy (¢;, -0
#;) zadaja wiec lokalne izomorfizmy (M,Ck,) z (R™,CE,.). Wobec tego mozemy
rozwazy¢ zlozenia (¢;, ¢F) z odwrotnosciami (¢, - o ¢;), wynoszace (idy,, ¢; (- o
¢;1)) (U; C M sa dziedzinami ¢;) i bedace izomorfizmami (U;, Oy, ) z (Us, Cili)
Izomorfizmy te mozemy sklei¢ do jednego izomorfizmu (idas, ¢*) z (M, O ) w
(M,Ck,) o wlasnosci ¢*(s) = ¢t (so ¢; ') dla s € Ck(V), gdzie V C U;. Jest
to mozliwe poniewaz U; tworza pokrycie M, a dla dowolnego ciecia s prawda
jest, ze ¢F(s|y, o ;1Y) v, = ¢ (slu; o (;Sj’l) U,;;» O czym mozemy przekonac sig




porownujac wartosci obu cie¢ w x € Uy; (stw. 2.1):

eva (¢ (slv, 0 97 1)) = (s 067" 0 6y)(x) = s(a) =
= (5005 0¢;)(x) = eva(¢;(sly, © ¢51))-

Wobec tego ¢*(s) mozemy zadaé jako unikalne sklejenie ¢f(s|y, o ¢;1) dla
wszystkich i. Co wiecej spelnia ono ev,(¢*(s)) = s(z).

Skonstruowali$my wiec rodzine izomorfizméw (M, Oyr) =~ (M,Ck,), ale mu-
simy jeszcze sprawdzi¢ jej naturalnosé. Niech wiec (€,&*) : (M, Op) — (N, On),
a (idpr, ¢*) : (M, Onr) =~ (M, CE,) oraz (idn,v¥*) : (N,On) =~ (N,C¥) beda izo-
morfizmami tworzacymi proponowany przez nas izomorfizm naturalny. Chcemy
pokazaé, ze (idy,¥*) o (§,&%) = (§,- 0 &) o (idps, ¢*). Rownosé pierwszych skta-
dowych jest natychmiastowa, natomiast dla drugich sktadowych mamy

v (€ 0 9*)(5)) = eve) (Y (s o9y 1)) = s(£(x)) =
=evy(¢p;(soo 1/’;1) = evy (9" (s0§)),

gdzie i, j dobieramy tak, aby punkt x nalezal do dziedzin v, i ¢;.

Udato sie nam wiec pokazaé, ze funktory F'i G zadaja zadana réwnowaznoscé
kategorii, uzasadniajgc tym samym sensownosé¢ definicji rozmaitosci jako prze-
strzeni lokalnie opierscienionych. Duzg zaleta tego podejscia jest fakt, iz pozwala
ono na latwe rozszerzanie pojecia rozmaitosci do bardziej ogdlnych kontekstow,
takich jak schematy czy superrozmaitosci.



